
Clasa a XII-a, solu̧tii

1. Fie (GL2(C); �) grupul multiplicativ al matricelor inversabile de ordin 2 cu elemente
numere complexe şi (C�; �) grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule. Demonstra̧ti
c¼a:
a) Exist¼a un mor�sm surjectiv de la GL2(C) la C�, dar nu exist¼a niciun mor�sm surjectiv

de la C� la GL2(C).
b) Exist¼a un mor�sm injectiv de la C� la GL2(C), dar nu exist¼a niciun mor�sm injectiv

de la GL2(C) la C�.
Dorel Mihȩt

Solu̧tie a) Exemplu: f : GL2(C)! C�; f(A) = detA (se ştie c¼a detAB = detA � detB

pentru orice matriceA;B şi f este surjectiv¼a pentru c¼a pentru y 2 C� dat, f(
�
y 0
0 1

�
) = y).

1,5 puncte
Pentru partea a doua vom exploata faptul c¼a înmuļtirea numerelor complexe este comu-

tativ¼a, iar înmuļtirea matricelor nu este comutativ¼a. Presupunem, prin reducere la absurd,

c¼a exist¼a un mor�sm surjectiv f : C� ! GL2(C). Consider¼am matricele A =

�
1 0
1 1

�
;

B =

�
0 1
1 1

�
din GL2(C), alese astfel încât A � B 6= B � A. Din surjectivitate, A =

f(x); B = f(y) pentru anumite numere complexe nenule x; y, iar din condi̧tia de mor�sm
f(x � y) = f(x) � f(y) = A � B şi f(y � x) = B � A, deci A � B = B � A, în contradiçtie cu
alegerea f¼acut¼a. 2 puncte

b) Exemplu: f : C� ! GL2(C); f(x) =
�
x 0
0 1

�
. Evident f este injectiv¼a şi f(x � y) =�

xy 0
0 1

�
= f(x) � f(y);8x; y 2 C�. 1,5 puncte

Presupunem, prin reducere la absurd, c¼a exist¼a un mor�sm injectiv f : GL2(C) ! C� şi
�e A;B matricele de la punctul a) şi a = f(A); b = f(B): Deoarece A �B 6= B �A, iar f este
injectiv¼a, rezult¼a c¼a f(A �B) 6= f(B �A). Îns¼a f(A �B) = f(A) � f(B) = ab şi f(B �A) = ba
implic¼a f(A � B) = f(B � A). Contradiçtia la care am ajuns demonstreaz¼a c¼a nu exist¼a
mor�sme injective de la GL2(C) la C�. 2 puncte

2. Fie (G; �) un grup, e elementul s¼au neutru şi f : G ! G o funçtie cu urm¼atoarea
proprietate:

dac¼a x1x2x3 = e = y1y2y3 =) f(x1)f(x2)f(x3) = f(y1)f(y2)f(y3):

Ar¼ata̧ti c¼a exist¼a a 2 G astfel încât funçtia g(x) = af(x) s¼a �e un mor�sm de grupuri.

Solu̧tie g mor�sm =) g(e) = e =) af(e) = e =) a = f(e)�1. 1 punct

xex�1 = e = exx�1 =) f(x)f(e)f(x�1) = f(e)f(x)f(x�1):

Simpli�când la dreapta cu f(x�1) ob̧tinem

f(x)f(e) = f(e)f(x); 8x 2 G: 1,5 puncte
1



2

Înmuļtind rela̧tia de mai sus, la stânga şi la dreapta cu f(e)�1 ob̧tinem

f(e)�1f(x) = f(x)f(e)�1 8x 2 G: 1,5 puncte

e(xy)(y�1x�1) = e = xy(y�1x�1) =) f(e)f(xy)f(y�1x�1) = f(x)f(y)f(y�1x�1)

=) f(e)f(xy)f(e) = f(x)f(y)f(e) =) f(e)f(xy) = f(x)f(y)

=) f(xy) = f(e)�1f(x)f(y) =) f(e)�1f(xy) = f(e)�1f(e)�1f(x)f(y)

= f(e)�1f(x)f(e)�1f(y) =) g(xy) = g(x)g(y): 3 puncte

3. Fie I un interval deschis şi f : I ! (0;1) o funçtie convex¼a, strict cresc¼atoare şi de
dou¼a ori derivabil¼a pe I. Arata̧ti c¼a:

(i) f 0(x) 6= 0, pentru oricare x 2 I;
(ii) dac¼a x; y 2 I, x < y,Z y

x

s
f 00(t)

f(t)
dt �

s
ln
f 0(y)

f 0(x)
� ln f(y)

f(x)
:

Mircea Balaj

Solutie (i) Deoarece f este convex¼a, f 0 este monoton cresc¼atoare. Presupunem c¼a pentru
un x0 2 I, f 0(x0) = 0. Rezult¼a c¼a f 0 � 0 pe intervalul Is = I \ (�1; x0] şi f 0 � 0 pe
Id = I \ [x0;1). Deoarece f este strict monoton¼a, f 0 nu-̧si schimb¼a semnul pe I, deci, pe
unul dintre intervalele Is; Id, f 0 � 0. Evident, aceasta contrazice strict monotonia lui f .
3 puncte
(ii) Se arat¼a uşor c¼a, în condi̧tiile date, f(y)f(x)

> 0, f
0(y)
f 0(x) > 0. Fie

" =

�
1; dac¼a f este strict cresc¼atoare
�1; dac¼a f este strict descresc¼atoare :

Utilizând forma integral¼a a inegalit¼a̧tii Cauchy-Schwarz, ob̧tinem:

� Z y

x

s
f 00(t)

f(t)
dt
�2
=
� Z y

x

s
f 00(t)

"f 0(t)
�

s
"f 0(t)

f(t)
dt
�2

2 puncte

�
Z y

x

f 00(t)

"f 0(t)
dt

Z y

x

"f 0(t)

f(t)
dt = ln

f 0(y)

f 0(x)
� ln f(y)

f(x)
:

2 puncte

4. Ar¼ata̧ti c¼a nu exist¼a funçtii continue f : R! R cu proprietatea:
R f(x)
0

f(t)dt = x; 8x 2
R.

Dorel Mihȩt
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Solu̧tie Consider¼am F : R! R, F (x) =
R x
0
f(t)dt. 0,5 puncte

Presupunem, prin reducere la absurd, c¼a exist¼a o astfel de funçtie f . 0,5 puncte
Deoarece 1R este bijectiv¼a, 0,5 puncte
f este injectiv¼a. 0,5 puncte
Rezult¼a c¼a f este strict monoton¼a pe R, deci exist¼a lim

x!�1
f(x). 0,5 puncte

Dac¼a lim
x!�1

f(x) = l 2 R , atunci lim
x!�1

x = lim
x!�1

F (f(x)) = F (l) 2 R; absurd. 1

punct
Deci lim

x!�1
f(x) = �1 şi din cauza monotoniei una dintre limite este +1, iar cealalt¼a

�1. 0,5 puncte
Aşadar f este surjectiv¼a, 0,5 puncte
deci bijectiv¼a 0,5 puncte
şi atunci F = 1R � f�1 este injectiv¼a, deci strict monoton¼a pe R. Rezult¼a c¼a F 0 = f nu î̧si

schimb¼a semnul pe R, fapt care contrazice surjectivitatea funçtiei f . 1 punct
Contradiçtia la care am ajuns ne arat¼a c¼a nu exist¼a nicio funçtie continu¼a f : R ! R

astfel încât
R f(x)
0

f(t)dt = x; 8 x 2 R: 0,5 puncte


