Clasa a XlIlI-a, solutii

1. Fie (GLy(C),-) grupul multiplicativ al matricelor inversabile de ordin 2 cu elemente
numere complexe si (C*,+) grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule. Demonstrati
ca:

a) Exista un morfism surjectiv de la GLy(C) la C*, dar nu exista niciun morfism surjectiv
de la C* la GLy(C).

b) Existd un morfism injectiv de la C* la GLy(C), dar nu exista niciun morfism injectiv
de la GLy(C) la C*.

Dorel Mihet

Solutie a) Exemplu: f: GLy(C) — C*, f(A) = det A (se stie c8 det AB = detA - det B
pentru orice matrice A, B si f este surjectiva pentru ca pentruy € C* dat, f (< g (1) )) =y).
1,5 puncte

Pentru partea a doua vom exploata faptul ca inmultirea numerelor complexe este comu-
tativa, iar inmultirea matricelor nu este comutativa. Presupunem, prin reducere la absurd,

cd existd un morfism surjectiv f : C* — GLy(C). Consideram matricele A = < 10 ) ’

11
B = ? 1 din GLy(C), alese astfel incat A - B # B - A. Din surjectivitate, A =
f(x),B ) pentru anumite numere complexe nenule z,y, iar din conditia de morfism

fly
flx- y) = f(z ) flyy=A-Bsi fly-o2) =B-A, deci A- B = B - A, in contradictie cu
alegerea facuta 2 puncte
b) Exemplu: f: C* — GLy(C), f(x) = < z 0

0 1
( xoy (1] ) = f(z)- f(y),Vx,y € C*. 1,5 puncte

Presupunem, prin reducere la absurd, ca existd un morfism injectiv f : GLy(C) — C* si
fie A, B matricele de la punctul a) si a = f(A),b = f(B). Deoarece A- B # B - A, iar f este
injectiva, rezultd cd f(A-B) # f(B-A). Insd f(A-B) = f(A)- f(B) =absi f(B-A) =ba
implicd f(A - B) = f(B-A). Contradictia la care am ajuns demonstreaza cd nu existad
morfisme injective de la GLy(C) la C*. 2 puncte

). Evident f este injectiva si f(x -y) =

2. Fie (G,+) un grup, e elementul sdu neutru si f : G — G o functie cu urméatoarea
proprietate:

daca 12203 = € = y1yays = f(1)f(x2) f(xs) = f(y1)f (y2) f(ys)-
Ardtati cd existd a € G astfel incat functia g(z) = af(x) s fie un morfism de grupuri.

-1

Solutie ¢ morfism = g(e) = e = af(e) = e = a = f(e) 1 punct

ver™! =e=ecxx = f(x)f(e)f(z7) = fe)f(x)f(a™).
Simplificand la dreapta cu f(z~') obtinem

f(z)f(e) = f(e)f(x), ‘1v’x eG. 1,5 puncte



Inmultind relatia de mai sus, la stanga si la dreapta cu f(e)~! obtinem

fle) tf(z) = f(x)f(e)™! Vo ed. 1,5 puncte

e(zy)(y a7t =e=ay(y 'a™t) = fle)flay)f(y " '2™h) = fla)fy) fy~a™t)

= f(e)f(zy)f(e) = f(x)f(y)f(e) = fle)f(xy) = f(x)f(y)
— flzy) = fle) ' f(@)f(y) = fle) " fzy) = fe) " fle) " f(z)f(y)
= fle)" f(@)f(e) ' f(y) = g(zy) = g(x)g(y). 3 puncte

3. Fie I un interval deschis gi f : I — (0,00) o functie convexa, strict crescitoare si de
doua ori derivabila pe I. Aratati ca:

(i) f'(x) # 0, pentru oricare z € [;
(i) dacd z,y € I, z <y,

v 1) W, S
/ 0 dtﬁ\/ ") ey

Solutie (i) Deoarece f este convexd, f’ este monoton crescitoare. Presupunem ca pentru
un xg € I, f'(x9) = 0. Rezultd cd ' < 0 pe intervalul Iy = I N (—o0,xo] si f* > 0 pe
I; = I Nxg,00). Deoarece f este strict monotond, f’ nu-si schimba semnul pe I, deci, pe
unul dintre intervalele I, I;, f' = 0. Evident, aceasta contrazice strict monotonia lui f.
3 puncte

(ii) Se aratd usor cd, in conditiile date, % > 0, % > 0. Fie
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)1, daca f este strict crescatoare
- 1, daca f este strict descrescatoare .

Utilizand forma integralad a inegalitatii Cauchy-Schwarz, obtinem:

NP N IR O
LT =(f \/ eff<t>'\/ i

O O P (I 0)
</x oL o T e M ey

2 puncte

2 puncte

4. Aratati ca nu exista functii continue f : R — R cu proprietatea: Of @) f)dt =z,Vo €

R.
Dorel Mihet,



Solutie Considerdm F : R — R, F (z) = [ f(t)dt. 0,5 puncte

Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista o astfel de functie f. 0,5 puncte

Deoarece 1y este bijectiva, 0,5 puncte

f este injectiva. 0,5 puncte

Rezulta ca f este strict monotona pe R, deci exista mgrinoo f(z). 0,5 puncte

Daca lim f(x)=1€ R,atunci lim =z = lim F(f(z)) = F(l) € R, absurd. 1

T—300 T—F00 r—300

punct

Deci x1—1>1:?oo f(z) = oo si din cauza monotoniei una dintre limite este 400, iar cealalta
—0Q. 0,5 puncte

Asgadar f este surjectiva, 0,5 puncte

deci bijectiva 0,5 puncte

si atunci F' = 1g o f~! este injectiva, deci strict monotond pe R. Rezultd ci F’ = f nu isi
schimba semnul pe R, fapt care contrazice surjectivitatea functiei f. 1 punct

Contradictia la care am ajuns ne aratd ca nu exista nicio functie continua f : R — R
astfel incat fof(x) ft)dt=xz,V z € R. 0,5 puncte



