
Clasa a XI-a, solu̧tii

1. Fie matricea A 2Mn (N), A =

0BBBB@
1 2 3 ::: n
2 3 4 ::: n+ 1
3 4 5 ::: n+ 2
:: :: :: ::: ::
n n+ 1 n+ 2 ::: 2n� 1

1CCCCA :
Din �ecare linie a matricei A se alege câte un num¼ar, astfel încât numerele alese s¼a fac¼a

parte din coloane diferite.
S¼a se demonstreze c¼a suma acestor numere este independent¼a de modul în care se face

alegerea.

Solutie Pentru orice i; j 2 f1; 2; :::; ng avem aij = i+ j � 1: 3 puncte
Numerele alese a1j1 ; a2j2 ; :::; anjn au proprietatea c¼a indicii j1; j2; :::; jn formeaz¼a o per-

mutare a numerelor 1; 2; :::; n: 1,5 puncte

Atunci
nP
i=1

aiji =
nP
i=1

(i+ ji � 1) =
nP
i=1
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i=1
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1 = (1 + 2 + :::+ n)+(1 + 2 + :::+ n)�

n = n(n+1)
2

+ n(n+1)
2

� n = n2 + n� n = n2: 2,5 puncte

2. Fie A 2Mn(C). Demonstra̧ti c¼a dac¼a exist¼a k 2 N� şi � 2 C astfel incât (A� �In)k =
0n, atunci pentru orice � 2 C n f�g matricea A� �In este inversabil¼a.

Solutie Ar¼at¼am c¼a A��In are un polinom anulant cu termenul liber nenul. În acest scop
scriem matricea A� �In sub forma A� �In + (�� �)In şi folosim ipoteza (A� �In)k = 0n.
1,5 puncte
Deoarece A� �In şi (�� �)In comut¼a, folosind formula binomului ob̧tinem:

(A� �In)k = (A� �In + (�� �)In)k =
(A� �In)k + C1k(�� �)(A� �In)k�1 + :::+ Ck�1k (�� �)k�1(A� �In) + (�� �)kIn = 0n:

3 puncte
Rezult¼a c¼a (A � �In) � �1

(���)k ((A � �In)
k�1 + ::: + Ck�1k (� � �)k�1In) = In, deci A � �In

este inversabil¼a şi are inversa �1
(���)k ((A� �In)

k�1 + :::+Ck�1k (�� �)k�1In). 2,5 puncte

3) Fie a un num¼ar real şi f; g : [a;1)! [a;1).
a) Demonstra̧ti c¼a dac¼a g este continu¼a şi lim

x!1
g(f(x)) =1, atunci lim

x!1
f(x) =1.

b) R¼amâne proprietatea de la a) adev¼arat¼a dac¼a intervalul [a;1) se înlocuieşte cu (a;1)?
Dorel Mihȩt

Solu̧tie a) Presupunem, prin reducere la absurd, c¼a lim
x!1

f(x) 6=1. Atunci exist¼a M > a

cu proprietatea c¼a pentru orice � > 0 exist¼a x > � cu a � f(x) �M . 2 puncte
Deoarece funçtia g este continu¼a pe intervalul închis [a;M ], ea este m¼arginit¼a şi î̧si atinge

marginile pe acest interval, deci exist¼a M1 > 0 astfel încât 0 � g(y) � M1;8y 2 [a;M ]:
2 puncte
Aşadar, exist¼aM1 > 0 cu proprietatea c¼a pentru orice � > 0 exist¼a x > � cu g(f(x)) �M1,

în contradiçtie cu ipoteza lim
x!1

g(f(x)) =1. 1 punct
1



2

b) Nu, dup¼a cum arat¼a exemplul f; g : (a;1) ! (a;1); f(x) = g(x) = a + 1
x�a . 2

puncte

4. Fie f : [a; b]! [a; b] o funçtie continu¼a. Ar¼ata̧ti c¼a pentru orice " > 0 exist¼a un � > 0
cu urm¼atoarea proprietate:
pentru orice x 2 [a; b] care satisface rela̧tia j x � f(x) j< �, exist¼a un punct �x u a lui f

astfel încât j x� u j< " ( u 2 [a; b] se numeşte punct �x pentru f , dac¼a f(u) = u).
Dan Stefan Marinescu, Mihai Petru Monea

Solu̧tie Not¼am cu Fix(f) muļtimea punctelor �xe ale lui f .

f continu¼a =) Fix(f) 6= ;: 1 punct

Presupunem prin reducere la absurd c¼a exist¼a " > 0 astfel încât pentru orice � > 0 exist¼a
x 2 [a; b] cu j x� f(x) j< � şi j x� u j� ", oricare ar � u 2 Fix(f). 1 punct
Alegem � = 1

n
. Pentru �ecare n � 1, exist¼a xn 2 [a; b] astfel încât j f(xn) � xn j< 1

n
şi

j xn � u j� ", oricare ar � u 2 Fix(f). 1 punct
Şirul fxng �ind m¼arginit, coņtine un subşir fxnkg convergent. Not¼am cu v limita acestui

subşir. 1 punct
Funçtia f este continu¼a, deci limk!1 f(xnk) = f(v): Atunci

j f(v)� v j�j f(v)� f(xnk) j + j f(xnk)� xnk j + j xnk � v j

�j f(v)� f(xnk) j +
1

nk
+ j xnk � v j : 1,5 puncte

Prin trecere la limit¼a pentru k �!1 rezult¼a f(v) = v, deci v 2 Fix(f). 1 punct
Deoarece xnk �! v, rezult¼a c¼a exist¼a un k0 astfel încât pentru orice k � k0, avem

j xnk � v j< " contradiçtie: 0,5 puncte


