Clasa a XI-a, solutii
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1. Fie matricca Ae M,,(N),A=]| 3 4 5 .. n+2

n nt+l n+t2 ... 2n—1

Din fiecare linie a matricei A se alege cate un numar, astfel incat numerele alese sa faca
parte din coloane diferite.

Sa se demonstreze ca suma acestor numere este independenta de modul in care se face
alegerea.

Solutie Pentru orice i, € {1,2,...,n} avem a;; =i+ j — 1. 3 puncte
Numerele alese ayj,, agj,, ..., anj, au proprietatea ca indicii ji, jo, ..., jn formeaza o per-
mutare a numerelor 1 2,...,m. 1,5 puncte

Atun(nZa” Z(Z—I—jz— D=>i+> ji—>.1=(1+2+..4n)+(1+2+...4n)—
=1 i=1 =1 i=1
1) 4 M) =24 — = n2,

n=-- 2

2,5 puncte

2. Fie A € M,,(C). Demonstrati ci daci existd k € N* si 3 € C astfel incat (A — 31I,)* =
0., atunci pentru orice A € C\ {8} matricea A — A\I,, este inversabila.

Solutie Ar#tim ci A— \I, are un polinom anulant cu termenul liber nenul. In acest scop
scriem matricea A — 81, sub forma A — \I,, + (A — 3)I, si folosim ipoteza (A — 31,,)* = 0,,.
1,5 puncte

Deoarece A — A\, si (A — (5)I,, comutd, folosind formula binomului obtinem:

(A—BL)F = (A= X, + (A= B)L,)F =
(A= AL+ CLA = B) A= AL+ L+ O YN = B YA = AL + (N =BT, =
3 puncte
Rezultd ci (A — \I,,) - ((A M) 4+ OF YA = B)ELL,) = I, deci A — M,
este inversabild i are inversa =5 ((A A, )R 1—i- A CFY N = B, 2,5 puncte

3) Fie a un numar real si f, g : [a,00) — [a, 00).
a) Demonstrati cd dacd g este continud si lim ¢g(f(x)) = oo, atunci lim f(z) = oo.

b) Rdmane proprietatea de la a) adevarata dacd intervalul [a, 00) se inlocuieste cu (a, 00)?
Dorel Mihet,

Solutie a) Presupunem, prin reducere la absurd, ci lim f(z) # co. Atunci exista M > a

cu proprietatea ca pentru orice § > 0 exista x > d cua < f(z) < M. 2 puncte
Deoarece functia g este continua pe intervalul inchis [a, M|, ea este marginita si isi atinge
marginile pe acest interval, deci exista M; > 0 astfel incat 0 < g(y) < M;,Yy € [a, M].
2 puncte
Asgadar, existd M; > 0 cu proprietatea cd pentru orice 6 > 0 existd z > J§ cu g(f(x)) < My,
in contradictie cu ipoteza lim g(f(x)) = co. 1 punct



b) Nu, dupi cum arati exemplul f, g : (a,00) — (a,), f(z) = g(z) = a + L. 2
puncte

4. Fie f :[a,b] — [a,b] o functie continua. Ardtati ca pentru orice ¢ > 0 existd un § > 0
cu urmatoarea proprietate:
pentru orice x € [a,b] care satisface relatia | x — f(x) |< J, existd un punct fix u a lui f
astfel incat | z —u |[< e (u € [a, b] se numeste punct fix pentru f, daca f(u) = u).
Dan Stefan Marinescu, Mihai Petru Monea

Solutie Notam cu Fiz(f) multimea punctelor fixe ale lui f.

f continud = Fix(f) # 0. 1 punct
Presupunem prin reducere la absurd ca exista € > 0 astfel incat pentru orice § > 0 exista
x € fa,blcu|z— f(x)|<dsi|z—u|>e, oricare ar fi u € Fix(f). 1 punct
Alegem 6 = <. Pentru fiecare n > 1, existd z,, € [a,b] astfel incat | f(z,) — z, |[< T si
| , —u |> ¢, oricare ar fi u € Fiz(f). 1 punct

Sirul {z,} fiilnd marginit, contine un subsir {x,, } convergent. Notdm cu v limita acestui
subsgir. 1 punct
Functia f este continua, deci limy_, f(2,,) = f(v). Atunci

| f(0) =[] () = f(@n,) | + | f(@n,) = @ny [+ | 20, —v |
<| f(v) = f(zn,) | +nik+|$nk—v | . 1,5 puncte

Prin trecere la limita pentru k& — oo rezultd f(v) = v, deci v € Fiz(f). 1 punct
Deoarece z,, — v, rezulta ca exista un k, astfel incat pentru orice k > ky, avem

| £, — v |< e contradictie. 0,5 puncte



