
Clasa a X-a, solu̧tii

1. Fie n � 2 un num¼ar natural, a1; a2; :::; an numere reale, toate din intervalul (0; 1) sau
toate din intervalul (1;1) şi �1; �2; :::; �n, �1; �2; :::; �n numere reale.
Not¼am A = amin(�1;�1)1 �amin(�2;�2)2 � ::: �amin(�n;�n)n , B = amax(�1;�1)1 �amax(�2;�2)2 � ::: �amax(�n;�n)n ,
C = a�11 � a�22 � ::: � a�nn , D = a

�1
1 � a

�2
2 � ::: � a

�n
n .

Demonstra̧ti c¼a A+B � C +D. Când are loc egalitatea?
Dorel Mihȩt

Solu̧tie Deoarece min(a; b) +max(a; b) = a+ b pentru orice a; b 2 R, are loc egalitatea
A �B = C �D. 2,5 puncte
Aşadar trebuie s¼a demonstr¼am c¼a A+ CD

A
� C+D, inegalitate echivalent¼a cu A2�A(C+

D) +CD � 0, adic¼a cu (A�C)(A�D) � 0, inegalitate care rezult¼a din monotonia funçtiei
exponeņtiale. 2 puncte
Egalitatea are loc când A = C sau A = D. Folosind din nou monotonia funçtiei expo-

neņtiale deducem c¼a A = C dac¼a şi numai dac¼a min(�i; �i) = �i 8i, adic¼a �i � �1 8i, iar
A = D dac¼a şi numai dac¼a �i � �i 8i, deci egalitatea are loc în una din cele dou¼a situa̧tii.
2,5 puncte

Observaţie. În cazul particular când numerele a1; :::; an sunt numere prime, iar numerele
�1; :::; �n; �1; :::; �n sunt numere naturale, inegalitatea se reduce la (a; b) + [a; b] � a+ b, cu
egalitate când a divide b sau b divide a.

2. Exist¼a funçtii f; g : R! R astfel încât f(g(x)) = x2;8x 2 R şi g(f(x)) = x3;8x 2 R?

Solu̧tie Deoarece funçtia putere cu exponent impar de�nit¼a pe R este bijectiv¼a, din egal-
itatea g(f(x)) = x3; 8 x 2 R; rezult¼a c¼a f este injectiv¼a. 1 punct
Fie x 2 R. Folosind asociativitatea opera̧tiei de compunere a funçtiilor, deducem c¼a

f � g � f(x) este pe de o parte f(x3) şi pe de alt¼a parte f 2(x).
Aşadar f(x3) = f 2(x);8x 2 R, 3 puncte
deci f(�1) = f 2(�1); f(0) = f 2(0); f(1) = f 2(1), ceea ce înseamn¼a c¼a f(�1); f(0) şi f(1)

iau numai una din valorile 0 sau 1, contrazicând astfel injectivitatea funçtiei f .
2 puncte

Prin urmare nu exist¼a funçtii f şi g cu propriet¼a̧tile din enuņt. 1 punct

3. a) Determina̧ti numerele complexe z de modul 1 pentru care j 1 + z j=j 1 + z2 j.
b) Fie D = fz 2 C; j z j= 1g şi

f : D ! [0;1); f(z) = max(j 1 + z j; j 1 + z2 j):

A�a̧ti max
z2D

f(z) şi min
z2D

f(z).

Dorel Mihȩt

Solu̧tie a) Soluţie algebric¼a. Dac¼a j z j= 1 şi j 1 + z j=j 1 + z2 j, atunci z 6= �1 şi
z2+1
z+1

� z2+1
z+1

= 1. Ţinând seama de egalitatea �z = 1
z
, aceast¼a egalitate se transform¼a succesiv

în:
1



2

z2 + 1

z + 1
� z

2 + 1

z + 1
= z () (z2 + 1)2 = z(z + 1)2 () z4 � z3 � z + 1 = 0;

2 puncte

de unde ob̧tinem c¼a z este r¼ad¼acin¼a de ordinul trei a unit¼a̧tii. 0,5 puncte
Cum toate cele trei r¼ad¼acini veri�c¼a egalitatea j 1+z j=j 1+z2 j, ele sunt numerele cerute

la a). 0,5 puncte

Soluţie trigonometric¼a C¼aut¼am � 2 [0; 2�) astfel �inc�at (1 + cos�)2 + sin2� = (1 +
cos2�)2+cos22�, ecua̧tie care se reduce la cos� = cos2�; � 2 [0; 2�), deci 2� = 2n���; � 2
[0; 2�), de unde ob̧tinem � 2 f0; 2�

3
; 4�
3
g, adic¼a z = cos� + isin� este o r¼ad¼acin¼a de ordinul

trei a unit¼a̧tii.

b) Folosind inegalitatea triunghiului deducem c¼a pentru orice z 2 D au loc inegalit¼a̧tile
j z + 1 j�j z j +1 � 2 şi la fel j z2 + 1 j� 2: Rezult¼a c¼a max

z2D
f(z) � 2 0,5 puncte

şi cum f(1) = 2, max
z2D

f(z) = 2. 0,5 puncte

S¼a observ¼am apoi c¼a dac¼a z = " este o r¼ad¼acin¼a de ordinul trei a unit¼a̧tii diferit¼a de 1,
atunci f(z) =j 1 + " j=j "2 j= 1. 1 punct
Demonstr¼am c¼a acesta este minimul lui f pe D.

Soluţie algebric¼a. Fie z 2 C cu j z j= 1 şi M = maxfj z + 1 j; j z2 + 1 jg. Atunci
j z + 1 j�M; j z2 + 1 j�M , iar
din egalitatea (z + 1)2 � (z2 + 1) = 2z rezult¼a c¼a j z + 1 j2 + j z2 + 1 j� 2 j z j= 2, deci

M � 1 ( j z + 1 j< 1 şi j z2 + 1 j< 1 implic¼a j z + 1 j2 + j z2 + 1 j< 2).
Prin urmare f(z) � 1;8z 2 D 1,5 puncte
şi cum f(") = 1, ob̧tinem c¼a c¼a valoarea minim¼a a lui f(z) este 1. 0,5 puncte

Soluţie trigonometric¼a. Inegalitatea f(z) � 18z 2 D rezult¼a trigonometric dac¼a observ¼am
c¼a cos� < 1

2
=) cos2� = 1� 2cos2� > 1� 1

2
= 1

2
.

Observaţie: minmax
z2C

fj z + 1 j; j z2 + 1 jg =
p
3�

p
5.

4. Ar¼ata̧ti c¼a dac¼a o funçtie f : R! R satisface

(1) f(x+ y)f(x� y) � f 2(x)� f 2(y) 8x; y 2 R;
atunci:

(a) f este impar¼a.
(b) f(x+ y)f(x� y) = f 2(x)� f 2(y) 8x; y 2 R.
Solu̧tie (a) Luând x = y = 0 ob̧tinem f 2(0) � 0, deci f(0) = 0. 0,5 puncte
Luând x = �y ob̧tinem 0 � f 2(y)� f 2(�y), deci

(2) f 2(�y) � f 2(y): 0,5 puncte

Schimbând în (2) y cu �y, ob̧tinem f 2(y) � f 2(�y), deci f 2(y) = f 2(�y). 1 punct
Aşadar, pentru �ecare y 2 R avem �e

(3) f(�y) = �f(y)



3

sau
f(�y) = f(y):

Vom ar¼ata c¼a pentru orice y 2 R are loc (3). S¼a presupunem c¼a pentru un y0 2 R,
f(�y0) = f(y0): Luând în (1), x = 0 şi y = y0, vom avea

f(y0)f(�y0) � �f 2(y0); 1 punct

de unde
f 2(y0) � �f 2(y0) =) f(y0) = 0 = �f(�y0);

deci (3) are loc. 1,5 puncte
(b) Din (1) si (3) ob̧tinem

f 2(y) � f 2(x)� f(x+ y)f(x� y) = f 2(x) + f(x+ y)f(y � x)
� f (x) + f 2(y)� f 2(x) = f 2(y): 2 puncte

Astfel avem f((x+ y)f(x� y) = f 2(x)� f 2(y): 0,5 puncte


