Clasa a X-a, solutii

1. Fie n > 2 un numar natural, ay, as, ..., a, numere reale, toate din intervalul (0,1) sau
toate din intervalul (1,00) si oy, ag, ..., @y, By, B9, ..., 5,, numere reale.

Notém A — amin(a17ﬁ1) . amin(QQ,ﬁz) . . a/mln(a’fhﬁn) B — ama‘x(a1761) . amax(a2752) . . amax(a’ﬂ?ﬁn)
=a 2 oot On y b =ay 2 TR )
« o B /B IBn
C=al"ay” ...-a0", D=ai"ay”-...-an".

Demonstrati ca A+ B > C'+ D. Cand are loc egalitatea?
Dorel Mihet,

Solutie Deoarece min(a,b) + max(a,b) = a + b pentru orice a,b € R, are loc egalitatea
A-B=C-D. 2,5 puncte

Asgadar trebuie sa demonstram ca A + (’jTD > C'+ D, inegalitate echivalenti cu A% — A(C' +
D)+CD >0, adica cu (A— C)(A— D) > 0, inegalitate care rezultd din monotonia functiei
exponentiale. 2 puncte

Egalitatea are loc cand A = C' sau A = D. Folosind din nou monotonia functiei expo-
nentiale deducem ca A = C' daca si numai daca min(ay, 8;) = a; Vi, adicd 5, > ay Vi, iar
A = D daca si numai daca «; > f3; Vi, deci egalitatea are loc in una din cele doua situatii.
2,5 puncte

Observatie. In cazul particular cand numerele ay, ..., a,, sunt numere prime, iar numerele
A1, .eey Oy By, .., 3, Sunt numere naturale, inegalitatea se reduce la (a,b) + [a,b] > a + b, cu
egalitate cand a divide b sau b divide a.

2. Exista functii f,g: R — R astfel incat f(g(z)) = 2%, Vo € Rsi g(f(z)) = 23,Vr € R?

Solutie Deoarece functia putere cu exponent impar definita pe R este bijectiva, din egal-
itatea g(f(z)) = 2%, V x € R, rezultd cd [ este injectiva. 1 punct

Fie x € R. Folosind asociativitatea operatiei de compunere a functiilor, deducem ca
fogo f(x) este pe de o parte f(z?) si pe de altd parte f2(z).

Asadar f(2?) = f%(z),Vz € R, 3 puncte

deci f(—1) = f3(—1), £(0) = £2(0), f(1) = f?(1), ceea ce inseamna ca f(—1), f(0) si f(1)

iau numai una din valorile 0 sau 1, contrazicand astfel injectivitatea functiei f.

2 puncte
Prin urmare nu exista functii f si g cu proprietatile din enunt. 1 punct
3. a) Determinati numerele complexe z de modul 1 pentru care | 1+ z |=| 1 + 22 |.

b) Fie D ={z€ C,| z |= 1} si
f:D—1[0,00), f(z) =max(| 14+ 2 |,| 1+ 2% ).

Aflati max f(2) si min f(2).

Dorel Mihet,

Solutie a) Solutie algebrica. Dacid | z |= 1si | 1+ 2 |=| 1+ 22 |, atunci z # —1 si
2241 | 2241
z+1 z+1
n:

= 1. Tinand seama de egalitatea z = %, aceasta egalitate se transforma succesiv

1



2 2
Z4+l 2741 z = (2+1)2=20:+1)?2 = -2 -2+1=0,
z+1 z+1
2 puncte
de unde obtinem ca z este radacina de ordinul trei a unitatii. 0,5 puncte
Cum toate cele trei radacini verificd egalitatea | 1+ 2 |=| 1+ 22 |, ele sunt numerele cerute
la a). 0,5 puncte

Solutie trigonometrica Cautam o € [0,27) astfel “inc at (1 + cosa)? + sina = (1 +
c0s2a)? + cos*2a;, ecuatie care se reduce la cosa = cos2a, a € [0,27), deci 2a = 2nT+a, a €
[0,27), de unde obtinem « € {0, 27”, 4?” , adicd z = cosa + isina este o radacing de ordinul
trei a unitatii.

b) Folosind inegalitatea triunghiului deducem ca pentru orice z € D au loc inegalitatile

|z+1|<|z|+1<2silafel | 22+ 1|< 2. Rezultd ca mag)(f(z) <2 0,5 puncte
ze
si cum f(1) =2, ma]%(f(z) = 2. 0,5 puncte
zE

Sa observam apoi ca dacd z = € este o radacina de ordinul trei a unitatii diferita de 1,
atunci f(z) =| 1 +¢|=| e |= 1. 1 punct
Demonstram ca acesta este minimul lui f pe D.

Solutie algebrica. Fie z € Ccu | 2z |=1si M = max{| z+ 1 |,] 22+ 1 |}. Atunci
|z+1|< M,| 22+ 1|< M, iar

din egalitatea (z +1)2 — (22 +1) =2z rezultd cd | 2 + 1 > + | 22+ 1 |[> 2| 2z |= 2, deci
M>1(|z+1]<1si|22+1|<1limplicd |z+1]>+]22+1]<2).

Prin urmare f(z) > 1,Vz € D 1,5 puncte

si cum f(g) =1, obtinem c& ca valoarea minima a lui f(z) este 1. 0,5 puncte

Solutie trigonometrica. Inegalitatea f(z) > 1Vz € D rezultd trigonometric dacd observam
Cécosa<% - 0082a21—20082a>1—%:%.

Observatie: minma@;ﬂ 1], 22+1]}=v3—-5.
z€E

4. Aratati ca daca o functie f : R — R satisface

(1) fla+y)flz—y) < f2(z) - fy) Vo,yeR,

atunci:

(a) f este impara.

(b) flz+y)f(z—y) = f*(z) - f*(y) Vo,y€eR.

Solutie (a) Luand z = y = 0 obtinem f2(0) < 0, deci f(0) = 0. 0,5 puncte
Luand x = —y obtinem 0 < f%(y) — f*(—y), deci

(2) FP(=y) < F(y). 0,5 puncte

Schimband in (2) y cu —y, obtinem f2(y) < f3(—y), deci f2(y) = f2(—y). 1 punct

Asadar, pentru fiecare y € R avem fie

(3) f(=y) = —f(y)



sau
f(=y) = f).
Vom arita ca pentru orice y € R are loc (3). S& presupunem cd pentru un y, € R,
f(=v0) = f(yo). Luand in (1), z = 0 si y = yo, vom avea

Fwo) f(=y0) < —F*(wo), 1 punct
de unde
P2 (o) < = (o) = f(yo) = 0= —f(—wo),
deci (3) are loc. 1,5 puncte
(b) Din (1) si (3) obtinem

fPly) < FPa) = fle+y)fle—y) = =)+ fla+y)fly — )

< fla) + f2y) = @) = y). 2 puncte
Astfel avem f((z +y)f(z —y) = f2(x) — f*(y). 0,5 puncte



