
Clasa a IX-a, solu̧tii

1. Fie ABC un triunghi, H ortocentrul s¼au, O centrul cercului circumscris, M mijlocul
lui BC şi F piciorul în¼aļtimii din A Dac¼a HOMF este un dreptunghi cu laturile HO = 11,
OM = 5, calcula̧ti lungimea lui BC.

Solu̧tia I Se ştie c¼a
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) AH = 2OM = 10: 1 punct
) OB = OA =

p
AH2 +HO2 =

p
221: 1,5 puncte

) BC = 2BM = 2
p
OB2 �OM2 = 28: 1,5 puncte

Solu̧tia II Fie G centrul de greutate al triunghiului. Se ştie c¼a punctele O;G;H sunt pe
o dreapt¼a (dreapta lui Euler) şi HG = 2GO. Din asem¼anarea triunghiurilor GOM şi GHM
se ob̧tine AH = 2OM = 10. Mai departe, demontra̧tia este similar¼a cu precedenta.

2. Fie a; b; c 2 N. Ar¼ata̧ti ca exist¼a n 2 f1; 2; 3; 4g pentru care
p
n3 + an2 + bn+ c =2 N.

Solu̧tie Not¼am P (n) = n3 + an2 + bn + c. Presupunem, prin reducere la absurd, c¼a
P (1); P (2); P (3) şi P (4) sunt p¼atrate perfecte. 1 punct
Observ¼am c¼a P (3)� P (1) = 26 + 8a+ 2b şi P (4)� P (2) = 56 + 12a+ 2b sunt pare, deci

P (1) şi P (3) şi de asemenea P (2) şi P (4) au aceeaşi paritate. 2 puncte
Cum un p¼atrat perfect impar este de forma 4k + 1, iar un p¼atrat perfect par este de

forma 4k, rezult¼a c¼a difereņta a dou¼a p¼atrate perfecte de aceeaşi paritate este multiplu de
4. 1 punct
Aşadar 26+8a+2b şi 56+12a+2b se divid cu 4. �Ins¼a dac¼a b este par, atunci 26+8a+2b

nu se divide cu 4, iar dac¼a b este impar, atunci 56+12a+2b nu se divide cu 4. 3 puncte
Contradiçtia la care am ajuns ne arat¼a c¼a cel pu̧tin unul dintre numerele P (1); P (2); P (3); P (4)

nu este p¼atrat perfect, ceea ce trebuia demonstrat.

3. Fie a1; a2; b1; b2 2 R, cu a1 � a2; b1 � b2. Demonstra̧ti c¼a dac¼a inegalitatea:

jx� a1j+ jx� a2j � jx� b1j+ jx� b2j

are loc pentru x = b1 şi x = b2, atunci
a) b1 � a1 şi a1 + a2 = b1 + b2.
b) jx� a1j+ jx� a2j � jx� b1j+ jx� b2j;8x 2 R:

Dorel Mihȩt

Solu̧tie a) Deoarece inegalitatea este adev¼arat¼a pentru x = b1 şi x = b2, rezult¼a c¼a

(1) jb1 � a1j+ jb1 � a2j � b2 � b1; 0,5 puncte

(2) jb2 � a1j+ jb2 � a2j � b2 � b1; 0,5 puncte

Presupunem, prin reducere la absurd, c¼a a1 < b1. Din (2) rezult¼a c¼a b2 � a1 + jb2 � a2j �
b2 � b1, deci jb2 � a2j � a1 � b1 < 0, ceea ce este absurd. 0,5 puncte
De asemenea, a2 � b2, deoarece în caz contrar, din (1) ar rezulta jb1�a1j+a2�b1 � b2�b1,

deci jb1 � a1j � b2 � a2 < 0. 0,5 puncte
Aşadar numerele a1; a2; b1; b2 sunt ordonate astfel: b1 � a1 � a2 � b2. 0,5 puncte
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Înlocuind în inegalit¼a̧tile (1) şi (2), jb1 � a1j şi jb2 � a2j cu a1 � b1 şi b2 � a2 ob̧tinem
respectiv a1 � b1 + a2 � b1 � b2 � b1, adic¼a a1 + a2 � b1 + b2 şi b2 � a1 + b2 � a2 � b2 � b1,
adic¼a b1 + b2 � a1 + a2, de unde deducem c¼a a1 + a2 = b1 + b2. 2 puncte
b) Ţinând seama de ordonarea numerelor a1; a2; b1; b2 vom analiza �ecare din cazurile: 1)

x � b1; 2) x 2 [b1; a1]; 3) x 2 [a1; a2]; 4) x 2 [a2; b2]; 5) x � b2:
În cazul 1) jx� a1j = a1 � x, jx � a2j = a2 � x, jx � b1j = b1 � x, jx� b2j = b2 � x, deci

inegalitatea jx� a1j + jx� b1j � jx� b1j + jx� b2j se reduce la a1 + a2 � b1 + b2, care este
adev¼arat¼a.
Cazul 5) este similar, reducându-se la b1 + b2 � a1 + a2.
În cazul 2) avem de demonstrat c¼a a1�x+a2�x � x�b1+b2�x, adic¼a a1+a2 � b2�b1+2x,

care este adev¼arat¼a, deoarece b2 � b1 + 2x � b2 � b1 + 2b1 = b1 + b2.
Dac¼a x 2 [a1; a2] (cazul 3)), inegalitatea se reduce la a2� a1 � b2� b1 care este adev¼arat¼a

din ordonare, iar dac¼a x 2 [a2; b2] trebuie ar¼atat c¼a 2x� a1 � a2 � b2 � b1, care se reduce la
2x � 2b2, dac¼a ţinem seama de egalitatea a1 + a2 = b1 + b2.
0,5 puncte pentru �ecare din cele 5 cazuri

4. a) Ar¼ata̧ti c¼a dac¼a a; b; c; d 2 R, b; d > 0, ab <
c
d
, atunci a

b
< a+c

b+d
< c

d
:

b) Determina̧ti cel mai mic n 2 N� cu urm¼atoarea proprietate: exist¼a k 2 N astfel încât
2018

2019
<
k

n
<
2019

2020
:

Solu̧tie a) Demonstra̧tie elementar¼a. 2 puncte
b) Din (a), 2018

2019
< 4037

4039
< 2019

2020
: 1,5 puncte

Vom ar¼ata c¼a n = 4039 este cel mai mic num¼ar natural care satisface condi̧tia problemei.
Din

2018

2019
<
k

n
<
2019

2020
;

rezult¼a

1� 2019
2020

< 1� k
n
< 1� 2018

2019
() 1

2020
<
n� k
n

<
1

2019
: 1,5 puncte

Dac¼a am avea n� k = 1, ar rezulta n 2 (2019; 2020); contradiçtie. 1 punct
Deci, n � k � 2. Din n�k

n
< 1

2019
, rezult¼a n > 2019(n � k) � 2019 � 2. Deci n � 4039.

1 punct


