Clasa a IX-a, solutii

1. Fie ABC un triunghi, H ortocentrul sau, O centrul cercului circumscris, M mijlocul
lui BC si F piciorul inaltimii din A Daca HOM F este un dreptunghi cu laturile HO = 11,
OM =5, calculati lungimea lui BC.

—_— = = —
Solutia I Se stie ca OH = OA+ OB + OC 1 punct
— — T— —  — —
OM = 1(OB+0C) =1(OH — OA) = AH... 2 puncte
= AH =20M = 10. 1 punct
= OB =0A =+VAH?+ HO? = /221. 1,5 puncte
= BC =2BM = 2y/OB? — OM? = 28. 1,5 puncte

Solutia IT Fie G centrul de greutate al triunghiului. Se stie ca punctele O, G, H sunt pe
o dreapta (dreapta lui Euler) si HG = 2GO. Din asemanarea triunghiurilor GOM si GHM
se obtine AH = 20M = 10. Mai departe, demontratia este similara cu precedenta.

2. Fie a,b,c € N. Aritati ca existd n € {1,2,3,4} pentru care v/n3 + an? + bn + c ¢ N.

Solutie Notam P(n) = n® + an? + bn + c¢. Presupunem, prin reducere la absurd, c&

P(1), P(2), P(3) si P(4) sunt patrate perfecte. 1 punct
Observam cd P(3) — P(1) =26 + 8a + 2b si P(4) — P(2) = 56 + 12a + 2b sunt pare, deci
P(1) si P(3) si de asemenea P(2) si P(4) au aceeasi paritate. 2 puncte

Cum un patrat perfect impar este de forma 4k + 1, iar un patrat perfect par este de
forma 4k, rezulta ca diferenta a doua patrate perfecte de aceeasi paritate este multiplu de

4. 1 punct
Asadar 26 +8a+ 2b si 56 4+ 12a + 2b se divid cu 4. "Insa daca b este par, atunci 26 + 8a + 2b
nu se divide cu 4, iar daca b este impar, atunci 56 + 12a + 2b nu se divide cu 4. 3 puncte

Contradictia la care am ajuns ne araté cd cel putin unul dintre numerele P(1), P(2), P(3), P(4)
nu este patrat perfect, ceea ce trebuia demonstrat.

3. Fie ay,a9,b1,b € R, cu a; < ag,b; < by. Demonstrati ca daca inegalitatea:
|z — 1] + |v — as| < |z —by| + |z — bo

are loc pentru x = by si x = by, atunci
a) bl Sal §1 a1+a2:bl+b2.
b) |z — a1| + |z — as| < |z —by| + |x — by, Va € R.

Dorel Mihet,

Solutie a) Deoarece inegalitatea este adevaratd pentru x = by si = by, rezultd cd

(1) b1 — a1| + |by — as| < by — by, 0,5 puncte
(2) b2 — ai| + by — az| < by — by, 0,5 puncte

Presupunem, prin reducere la absurd, cd a; < by. Din (2) rezulta ca by — ay + |by — ag| <
by — by, deci |by — as| < a3 — by < 0, ceea ce este absurd. 0,5 puncte

De asemenea, ay < by, deoarece in caz contrar, din (1) ar rezulta |b; —aq|+az—by < by — by,
deci [by — a1] < by — ag < 0. 0,5 puncte

Asadar numerele a1, as, by, by sunt ordonate astfel: b; < a; < as < bs. 0,5 puncte
1



Inlocuind in inegalitdtile (1) si (2), |by — ay] si |by — ag| cu ay — by si by — ay obtinem
respectiv a; — b1 + as — b1 S bg — bl, adica ay + ao S b1 + bg §l bg —aj + bQ — Q9 S bg — bl,
adica by + by < a1 + ao, de unde deducem ca a; + ay = by + bs. 2 puncte

b) Tinand seama de ordonarea numerelor ay, as, by, by vom analiza fiecare din cazurile: 1)
r <by;2) x € [b,a1]; 3) x € [ar,as); 4) x € [ag, ba]; 5) x > bo.

Incazul 1) |z —a1| = a1 — z, |x — ag| = ag — , | — by| = by — z, |x — by| = by — x, deci
inegalitatea |x — ai| + |v — by| < |x — by| + |x — bo| se reduce la a; + as < by + by, care este
adevarata.

Cazul 5) este similar, reducandu-se la by + by < ay + as.

In cazul 2) avem de demonstrat ¢ a1 —x+as—x < x—b+by—x, adicd a;+as < by—b;+2x,
care este adevarata, deoarece by — by + 2z > by — by + 2by = by + bs.

Daca x € [a1, as] (cazul 3)), inegalitatea se reduce la as — a; < by — by care este adevarata
din ordonare, iar daca = € [ag, by trebuie aratat ca 2z — a; — ay < by — by, care se reduce la
2z < 2bs, daca tinem seama de egalitatea a; + as = by + bs.

0,5 puncte pentru fiecare din cele 5 cazuri

4. a) Aratati cd dacd a,b,¢,d € R, b,d >0, § < &, atunci § < 5 < 5.
b) Determinati cel mai mic n € N* cu urmatoarea proprietate: exista k € N astfel incat
2018 k2019

—_— < —.
2019 ~ n = 2020

Solutie a) Demonstratie elementara. 2 puncte
. 2018 _ 4037 _ 2019
b) Din (a), 3575 < Jo36 < 3090- 1,5 puncte

Vom arata ca n = 4039 este cel mai mic numar natural care satisface conditia problemei.
Din

2018 - k - 2019

2019 "~ n 2020’

rezulta
2019 k 2018 1 n—k 1
l—-——<1—-—=-<1- <= < < . 1,5 t
2020 n 2019 2020~ n 2019 0 puncte
Daca am avea n — k = 1, ar rezulta n € (2019, 2020); contradictie. 1 punct

Deci, n — k > 2. Din %=£ < —Lo rezultd n > 2019(n — k) > 2019 - 2. Deci n > 4039.
1 punct



