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Problema 1. S¼a se determine funçtiile continue f : R! R; cu proprietatea�
1 + x2

�
� f (x) = f (arctg x) ; 8 x 2 R:

Varga Csaba

Rezolvare. Fie F : R ! R o primitiv¼a a lui f: Din f (x) =
f (arctg x)

1 + x2
; rezult¼a c¼a F (x) =

F (arctg x) + c; 8 x 2 R; egalitate ce este adev¼arat¼a doar pentru c = 0: Aşadar,

F (x) = F (arctg x) ;8 x 2 R: (3 p)

Consider¼am şirul (xn)n�0 ; de�nit prin

x0 = a 2 R şi xn+1 = arctg xn; 8 n 2 N

şir care este convergent şi lim
n!1

xn = 0: (2 p)

Deoarece F (a) = F (xn) ; pentru orice n 2 N; din continuitatea lui F ob̧tinem c¼a

F (a) = F
�
lim
n!1

xn

�
) F (a) = F (0) : (1 p)

Aşadar, F (x) = F (0) ; 8 x 2 R) f (x) = 0; 8 x 2 R: (1 p)

Problema 2. S¼a se calculezeZ
xn + n! � (f (x)� f 0 (x))

ex + f (x) + 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ :::+

xn

n!

dx; x > 0

unde f : (0;+1)! (0;+1) este o funçtie derivabil¼a, iar n 2 N�:
D.M. B¼atinȩtu-Giurgiu, G.M. 11/1999

Rezolvare. Dac¼a gn (x) = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ :::+

xn

n!
; atunci

gn (x)� g0n (x) =
xn

n!
) xn = n! � (gn (x)� g0n (x)) : (3 p)

Astfel, avem:

I =

Z
n! � (gn (x)� g0n (x)) + n! � (f (x)� f 0 (x))

ex + f (x) + gn (x)
dx

= n! �
Z �

1� e
x + f 0 (x) + g0n (x)

ex + f (x) + gn (x)

�
dx (2 p)

= n! � (x� ln (ex + f (x) + gn (x))) (2 p)



Problema 3. Se consider¼a o lege de compozi̧tie asociativ¼a (notat¼a multiplicativ) de�nit¼a pe
muļtimea nevid¼a G: S¼a se arate c¼a dac¼a pentru orice triplet (a; b; c) 2 G3; exist¼a un element
x 2 G; astfel încât axb = c; atunci (G; �) este un grup.

L. Panaitopol, G.M. 4/1991

Rezolvare. Vom ar¼ata existeņta elementului neutru şi c¼a toate elementele lui G sunt
inversabile.
Fie a 2 G; un element �xat. Din ipotez¼a, pentru (a; a; a) 2 G3, exist¼a un element x0 2 G;
astfel încât ax0a = a: (1 p) Dac¼a g este un element arbitrar din G; atunci pentru (a; a; g) 2 G3,
exist¼a un element x 2 G; astfel încât axa = g: (1 p) Astfel, dac¼a not¼am e1 = ax0 şi e2 = x0a;
atunci

e1g = (ax0) (axa) = (ax0a) (xa) = axa = g

ge2 = (axa) (x0a) = (ax) (ax0a) = axa = g

de unde ob̧tinem c¼a e1 = e1e2 = e2
not:
= e este elementul neutru. (2 p)

Dac¼a g este un element arbitrar din G; atunci pentru (e; g; e) şi (g; e; e) din G3; exist¼a elementele
g1; g2 2 G; astfel încât eg1g = gg2e = e; adic¼a g1g = gg2 = e: Cum g1 = g1e = g1 (gg2) =

(g1g) g2 = eg2 = g2; rezult¼a c¼a g1 = g2
not:
= g�1 este inversul lui g: (3 p)

Problema 4. Pentru orice subgrup H al unui grup abelian (G; �) ; not¼am cu eH muļtimea

eH = fx 2 G : 9 n 2 N�; astfel încât xn 2 Hg :

a) S¼a se arate c¼a eH este un subgrup al lui G; care-l coņtine pe H;

b) S¼a se arate c¼a dac¼a H1 şi H2 sunt dou¼a subgrupuri �nite ale lui G; atunci eH1 = eH2;
c) Dac¼a (G; �) = (C�; �), iar H este un subgrup �nit al lui G; s¼a se determine subgrupul eH:

Marcel Ţena

Rezolvare. a) Incluziunea H � eH este evident¼a.
Dac¼a x; y 2 eH; atunci exist¼a numerele naturale m;n 2 N�; astfel încât xm; yn 2 H: Deoarece,�

x � y�1
�mn

= (xm)n � ((yn)m)�1 2 H ) x � y�1 2 H;

ob̧tinem c¼a eH � G: (3 p)
b) Fie H1 şi H2 dou¼a subgrupuri �nite ale lui G: Dac¼a x 2 eH1; atunci xn 2 H1 pentru un num¼ar
natural n; de unde rezult¼a c¼a xn�jH1j = (xn)jH1j = e 2 H2; adic¼a x 2 eH2. Aşadar, eH1 � eH2:
Analog, se ob̧tine eH2 � eH1; deci eH1 = eH2: (2 p)
c) Dac¼a H este un subgrup �nit de ordinul n 2 N� al grupului (C�; �) ; atunci H = Un; unde
Un = fz 2 C� : zn = 1g este grupul r¼ad¼acinilor de ordinul n ale unit¼a̧tii. (1 p) Astfel, pe baza
punctului b); avem:

eH = eU1 = fz 2 C� : 9 n 2 N� a.î. zn = 1g = fcos�� + i sin�� : � 2 Qg : (1 p)


