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Problema 1. Sa se determine functiile continue f : R — R, cu proprietatea
(1 —1—1’2) - f(x) = f(arctgz), Vo eR.
Varga Csaba

f (arctg z)

1+ 22
F (arctgz) + ¢, V © € R, egalitate ce este adevaratd doar pentru ¢ = 0. Asadar,

Rezolvare. Fie F' : R — R o primitiva a lui f. Din f(x) = , rezultd ca F (z) =

F(z) = F (arctgz) ,V z € R. (3 p)

Consideram sirul (z,),, , definit prin

xo=a € Rsix, 1 =arctgx,, VneN
sir care este convergent si lim z,, = 0. (2 p)
n—oo

Deoarece F' (a) = F' (z,,), pentru orice n € N, din continuitatea lui F' obtinem ca

F (a) :F<T}Lr£1oxn) = F(a)=F(0). (1p)

Asadar, F'(z) =F(0),YVzeR= f(z)=0,VzeR. (1p)

Problema 2. Sa se calculeze

x z? z" ’
e+ @)1+ g et

unde f : (0, +00) — (0,400) este o functie derivabila, iar n € N*.
D.M. Batinetu-Giurgiu, G.M. 11/1999

s r P " )
Rezolvare. Daca g, () =1+ i + o + ...+ —, atunci
" n
0 (1)~ g (1) = 2 5 0" =l (0, (1) ~ g (). (3 D)

Astfel, avem:

T

(g () — g () £l (F (1) — f ()
1= o+ [ (@) + g (2) !
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- ’/<1 e“’+f(w)+9n(x)>d 2p)
C (e 4 @)t @) (2p)




Problema 3. Se considera o lege de compozitie asociativa (notatd multiplicativ) definita pe
multimea nevidd G. Si se arate c& dacd pentru orice triplet (a,b,c) € G3, existd un element
x € G, astfel incat azb = ¢, atunci (G, -) este un grup.

L. Panaitopol, G.M. 4/1991

Rezolvare. Vom arita existenta elementului neutru si ca toate elementele lui G sunt
inversabile.

Fie a € G, un element fixat. Din ipotezd, pentru (a,a,a) € G, existd un element zq € G,
astfel incat arga = a. (1 p) Dacd g este un element arbitrar din G, atunci pentru (a, a, g) € G2,
existd un element x € G, astfel incat axa = g. (1 p) Astfel, dacd notdm e; = azxg i e3 = 290,
atunci

erg = (axg) (aza) = (axpa) (xa) = axa =g
ges = (aza)(zoa) = (az) (axpa) = axa =g
de unde obtinem ca e; = ejes = ey "% ¢ este elementul neutru. (2 p)

Daci g este un element arbitrar din G, atunci pentru (e, g, €) si (g, €, ¢) din G2, exista elementele
91,92 € G, astfel incat eg1g = ggoe = e, adicd 19 = gg2 = e. Cum g1 = g1e = g1 (9g92) =

not.

(919) g2 = €92 = go, Tezultd cd g1 = go = ¢! este inversul lui g. (3 p)
Problema 4. Pentru orice subgrup H al unui grup abelian (G, -), notam cu H multimea
H={zecG:3neN astfel incat 2" € H} .

a) S& se arate ca H este un subgrup al lui G, care-1 contine pe H;
b) S& se arate ca dacd H; si Hs sunt doud subgrupuri finite ale lui G, atunci H 1= ﬁg;

¢) Daca (G,-) = (C*,-), iar H este un subgrup finit al lui G, si se determine subgrupul H.
Marcel Tena

Rezolvare. a) Incluziunea H C H este evidentd.
Daca x,y € H, atunci exista numerele naturale m,n € N*, astfel incat 2™, y" € H. Deoarece,

(z-y )™ =™ (y")") ' €eH=z-y'eH,

obtinem c& H < G. (3 p)

b) Fie H; si Hy doud subgrupuri finite ale lui G. Daca = € H 1, atunci 2" € H; pentru un numar
natural n, de unde rezulti ci x| = (x")|H1| = e € H,, adica x € H,. Asadar, H, C H,.
Analog, se obtine H, C ﬁl, deci H, = H,. (2 p)

c) Daca H este un subgrup finit de ordinul n € N* al grupului (C*,-), atunci H = U, unde
U, ={z € C*: 2" = 1} este grupul radacinilor de ordinul n ale unitatii. (1 p) Astfel, pe baza
punctului b), avem:

H=U={2€C*:3neNai 2" =1} = {cosar + isinar:a € Q}. (1 p)



