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Problema 1. Fie (z,),, un sir convergent de numere reale, care verificd relatia

1
xi—xn-xnﬂ—ﬁZO, Vn>l1.

S4 se arate ca lim x, <0.

n—o0

X 3k ok

Rezolvare. Presupunem contrariul, adica lim z,, > 0. Rezulta de aici ca exista un ng € N*,

n—~oo

astfel incat x, > 0, ¥V n > ng. Fard a restrange generalitatea, putem presupune cd no = 1. (1p)

Astfel, din ipoteza, pentru orice n > 1, avem:

1
Ty (T — Tpyr) > - =T, — T > 0= 2,00 < 1y (1p)

Agadar, dacd notdm x; = a € (0, +00), deoarece z,, < a, pentru orice n > 1, obtinem

1
a- (Tp—Tni1) > Ty (T — Tpgr) > - (2p)
de unde ne1 -1y =1y
a - Z Tk — Thi1) Z 2 E ala—mz,) > = 7 (2p)

Trecand la limita in ultlma inegalitate, obtinem

lim a(a —x,) = 400 = lim z, = —c0
n—oo n—oo
ceea ce contrazice presupunerea ca lim x, > 0. (1p)
n—o0

Problema 2. Se considera sirul (z,),, , definit prin z; € (0, +-00) si

1+ T+ ... +x,=lnxr,q, Yn>1.
1

o . .9 Tp+1 l'_
Sa se calculeze lim x, si lim (— "

n—oo n—oo xn

Rezolvare. Inductiv se aratd ca z,, € (0,400), pentru orice n > 1. (1p)
Din ipoteza, obtinem ca pentru orice n > 1, are loc

x
Tp=Iz, —Inzr, <z, =I ;H (2p)
n
Agadar,
€ X
m= =g > 0= 22 S 1= g > o,

Tn Tn
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adica sirul (z,),,-, este strict crescator. (1p). Cum orice sir strict monoton are limita, obtinem
a Tni1

cd lim z, € (0,400) U {4+00}. Dacd lim z, € (0,+0c0), atunci lim z,, = lim In =
n—oo n—oo n—oo n—oo ,],’n
lim x, = 0, ceea ce nu convine. Deci lim z, = +o00. (1p)
n—oo n—oo
1
Tn41 Tn41 . o 1s Tpy1 \ ™" . L
Deoarece z,, = In & —— = €™, obtinem ca lim = lim (e")= =e. (2p)
,fL'n :ETL n—oo :ETL n—oo

Problema 3. Fie matricele A, B,C € M, (R), cu A+ B+ C + I, = O,,. Sa se arate ca
det [(AB - C)(BC — A)(CA—- B)| > 0.

Nicolae Musuroaia

Rezolvare. Din A+ B+ C + I, = O,,, avem
AB-C=—-(B+C+1,)-B-C=—-(B+C)-(B+1,)=(B+C)-(A+C) (2p)
de unde obtinem ca det (AB — C) =det (B+C)-det(A+C).  (1p)
Analog, se arata ca
BC—-A = (C+A)(B+A)=det(BC—A)=det(C+ A)-det(B+A) (1p)
CA—B = (A+B)(C+B)=det(CA—B)=det(A+ B)-det(C+ B) (1p)

Din cele de mai sus, rezulta ca

det [(AB — C) (BC — A) (CA — B)] = [det (A + B) - det (A + C) -det (B+C)]> > 0. (2p)

Problema 4. Se considerd multimea M = {(A, B) € GLy (R) x GLy(R) : AB+ BA = I,},
unde G'Ly (R) este multimea matricelor nesingulare din M, (R). S& se arate ca:

a) multimea M are o infinitate de elemente;
b) daci A, B € M, atunci AB>A = BA?B = det (AB) - .

Traian Tamiian

Rezolvare. a) De exemplu, (a - Iy, 5 I, ) € M,V a € R* de unde rezulta concluzia. (2 p)
a

p
b) Deoarece tr (AB) = tr (BA), din AB+ BA = I,, obtinem ca tr (AB) = tr (BA) =1. (1 p)
Din Teorema Hamilton — Cayley, avem

(AB)? — AB+det (AB)- I, =0, si (BA)?—BA+det(BA)-I,=0, (1p).
Obtinem de aici ca
(AB)? 4 (BA)® — (AB + BA) 4 2det (AB) - I, = O,
= (AB + BA)” — (AB*A + BA®B) — (AB + BA) + 2det (AB) - I, = O,
= I, — (AB?A + BA?B) — I, + 2det (AB) - I, = O,
= AB?A + BA’B = 2det (AB) - I (1 p)
respectiv,
(AB)? — (BA)® — (AB — BA) = O,
= (AB + BA) (AB — BA) + (AB?A — BA?B) — (AB — BA) = O,
= (AB — BA) 4+ (AB*A — BA?B) — (AB — BA) = O,
= AB%A — BA%B = O, (1p)
Asadar, din AB?A + BA?B = 2det (AB) - I si AB*A — BA%B = O,, rezulta ci
AB?A = BA’B = det (AB) - I,. (1 p)



