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BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI � a

Problema 1. Fie (xn)n�1 un şir convergent de numere reale, care veri�c¼a rela̧tia

x2n � xn � xn+1 �
1

n
� 0; 8 n � 1:

S¼a se arate c¼a lim
n!1

xn � 0:
� � �

Rezolvare. Presupunem contrariul, adic¼a lim
n!1

xn > 0: Rezult¼a de aici c¼a exist¼a un n0 2 N�;
astfel încât xn > 0; 8 n � n0: F¼ar¼a a restrânge generalitatea, putem presupune c¼a n0 = 1: (1p)
Astfel, din ipotez¼a, pentru orice n � 1; avem:

xn � (xn � xn+1) �
1

n
) xn � xn+1 > 0) xn+1 < xn (1p)

Aşadar, dac¼a not¼am x1 = a 2 (0;+1) ; deoarece xn � a; pentru orice n � 1; ob̧tinem

a � (xn � xn+1) � xn � (xn � xn+1) �
1

n
(2p)

de unde

a �
n�1X
k=1

(xk � xk+1) �
n�1X
k=1

1

k
) a (a� xn) �

n�1X
k=1

1

k
: (2p)

Trecând la limit¼a în ultima inegalitate, ob̧tinem

lim
n!1

a (a� xn) = +1) lim
n!1

xn = �1

ceea ce contrazice presupunerea c¼a lim
n!1

xn > 0: (1p)

Problema 2. Se consider¼a şirul (xn)n�1 ; de�nit prin x1 2 (0;+1) şi

x1 + x2 + :::+ xn = ln xn+1; 8 n � 1:

S¼a se calculeze lim
n!1

xn şi lim
n!1

�
xn+1
xn

� 1
xn :
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Rezolvare. Inductiv se arat¼a c¼a xn 2 (0;+1) ; pentru orice n � 1: (1p)
Din ipotez¼a, ob̧tinem c¼a pentru orice n � 1; are loc

xn = ln xn+1 � lnxn , xn = ln
xn+1
xn

(2p)

Aşadar,
ln
xn+1
xn

= xn > 0)
xn+1
xn

> 1) xn+1 > xn;



adic¼a şirul (xn)n�1 este strict cresc¼ator. (1p) : Cum orice şir strict monoton are limit¼a, ob̧tinem

c¼a lim
n!1

xn 2 (0;+1) [ f+1g : Dac¼a lim
n!1

xn 2 (0;+1) ; atunci lim
n!1

xn = lim
n!1

ln
xn+1
xn

)
lim
n!1

xn = 0; ceea ce nu convine. Deci lim
n!1

xn = +1: (1p)

Deoarece xn = ln
xn+1
xn

, xn+1
xn

= exn ; ob̧tinem c¼a lim
n!1

�
xn+1
xn

� 1
xn

= lim
n!1

(exn)
1
xn = e: (2p)

Problema 3. Fie matricele A;B;C 2Mn (R) ; cu A+B + C + In = On: S¼a se arate c¼a
det [(AB � C) (BC � A) (CA�B)] � 0:
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Rezolvare. Din A+B + C + In = On; avem

AB � C = � (B + C + In) �B � C = � (B + C) � (B + In) = (B + C) � (A+ C) (2p)

de unde ob̧tinem c¼a det (AB � C) = det (B + C) � det (A+ C) : (1p)

Analog, se arat¼a c¼a

BC � A = (C + A) (B + A)) det (BC � A) = det (C + A) � det (B + A) (1p)

CA�B = (A+B) (C +B)) det (CA�B) = det (A+B) � det (C +B) (1p)

Din cele de mai sus, rezult¼a c¼a

det [(AB � C) (BC � A) (CA�B)] = [det (A+B) � det (A+ C) � det (B + C)]2 � 0: (2p)

Problema 4. Se consider¼a muļtimea M = f(A;B) 2 GL2 (R)�GL2 (R) : AB +BA = I2g ;
unde GL2 (R) este muļtimea matricelor nesingulare dinM2 (R) : S¼a se arate c¼a:
a) muļtimeaM are o in�nitate de elemente;

b) dac¼a A;B 2M; atunci AB2A = BA2B = det (AB) � I2:
Traian T¼amîian

Rezolvare. a) De exemplu,
�
a � I2;

1

2a
� I2
�
2M; 8 a 2 R�; de unde rezult¼a concluzia. (2 p)

b) Deoarece tr (AB) = tr (BA) ; din AB+BA = I2; ob̧tinem c¼a tr (AB) = tr (BA) = 1: (1 p)

Din Teorema Hamilton � Cayley, avem

(AB)2 � AB + det (AB) � I2 = O2 şi (BA)2 �BA+ det (BA) � I2 = O2 (1 p) :

Ob̧tinem de aici c¼a

(AB)2 + (BA)2 � (AB +BA) + 2 det (AB) � I2 = O2
) (AB +BA)2 � (AB2A+BA2B)� (AB +BA) + 2 det (AB) � I2 = O2
) I2 � (AB2A+BA2B)� I2 + 2det (AB) � I2 = O2
) AB2A+BA2B = 2det (AB) � I2 (1 p)

respectiv,

(AB)2 � (BA)2 � (AB �BA) = O2
) (AB +BA) (AB �BA) + (AB2A�BA2B)� (AB �BA) = O2
) (AB �BA) + (AB2A�BA2B)� (AB �BA) = O2
) AB2A�BA2B = O2 (1 p)

Aşadar, din AB2A+BA2B = 2det (AB) � I2 şi AB2A�BA2B = O2; rezult¼a c¼a

AB2A = BA2B = det (AB) � I2: (1 p)


